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Introduction

En mathématiques, I’adjectif « canonique » sous-entend « plus simple » (pour effectuer cer-
taines opérations). Il est souvent introduit pour une certaine forme des polynomes du se-
cond degré en lycée, mais il peut aussi qualifier des formes d’autres fonctions.

Les polyomes de degré 2
Un polyndme de degré 2 est un polynome de la forme :
ax?+bx+c , a=0.
En factorisant par a, on obtient :
[l
alx“+—-x+-).
a a

2

s 5 : . b . .
Ici, I'idée plutdt astucieuse est de voir x>+—x comme le début du développement de (x + 2—) .
a a

En effet,

Ainsi, on peut écrire :

alx+2x+5)=a x+£2—b—2 ¢
a’ al 2a 4a? a
b > p2-dac
=qa — | -

2a 4q2
N

ax?+bx+c=allx+ J i b* —dac
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Cette expression est jugée plus « simple » que la premiere car elle permet :

* de trouver les racines du polyoéme : en effet, résoudre 1’équation ax? + bx +c = 0 direc-

, . , ) : b\> b2-4dac ,
tement n’est pas chose aisée alors que résoudre I’équation a||x + o B l'est
a a

un peu plus:

2 2 2 2
a[(x+£) —MI:O(:)(x+£) —M:O(cara;tO)

2a 4q? 2a 4a?
{E)(HE)Z: b2 — dac
2a 4q2
En notant :
A = b? - dac (on appelle ce nombre le « discriminant »),

— si A <0, alors I’équation n’a pas de solution;
. b .
— siA=0,alorsx+— =0, soitx =——;
a

— si A> 0, alors il y a deux solutions qui sont :

:_b_\/Z ot ﬁ:_b+\/Z.

“@ 2a 2a

* de trouver le signe du polyome :

— si A <0, on ne peut pas factoriser la forme canonique plus qu’elle ne l’est déja et
2
( b ) b? - 4ac

X+ —
4q?

> > 0 donc le polynome est du signe de «a » sur R;
a

2
— si A =0, la forme canonique se réduit a a(x + 2—) , et comme un carré est toujours
a

positif ou nul, elle sera du signe de «a » sur R sauf pour x = ~5 ou elle sera nulle;
a

— si A >0, alors ax? + bx +c =a(x—a)(x— ), o a et f sont les deux racines.
x—a >0 pour x >aetx—f >0 pour x> donc en admettant que a < 8, on aura :

X —0 a B +00

ax? +bx+c sgn(a) 0 sgn(-a) 0 sgn(a)

ou «sgn(a) » désigne « signe de a » et « sgn(—a) » désigne « signe opposé a a ».

* de montrer que la représentation graphique admet un extremum : en effet, pour tout
réel x,

donc :



allx+ b 2 A P> A
2a 402 |7 4
allx+ b 2 A < A
2a 42 | = 4a

si a > 0. Dans ce cas, la courbe a un minimum.

si a < 0. Dans ce cas, la courbe a un maximum.

. b . ,
Notons que cet extremum est atteint pour x = ~5a (la valeur de x qui annule le carré).
a

* de montrer que la courbe représentative du polynome de degré 2 admet un axe

b
de symétrie d’équation x = s Pour cela, on calcule f(—% +x) et f(—% —x), ou
2
b A
f(X) = al:(X'F Z) —@
f +x|=a — b\ A
— - = R — ] ——
2 2a 2a]  4a?
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— 2_ =
—alr- ]
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On voit donc ici que f(—% —x) = f(—% + x), ce qui prouve que la droite d’équation
x = —— est un axe de symétrie de la courbe représentative de f.

2a

Les fonctions homographiques

Ce sont les fonctions de la forme :

ax+Db
cx+d

’

a=0, c=z0.

En factorisant par a au numérateur et par ¢ au dénominateur, on obtient :

alx+i)

X+E)_a
c(x+4

X+z

)_c

b
X+E
v

L’idée ici est de faire apparaitre le dénominateur au numérateur :

a x+4+h
c a
Cc x+ 4

pour ensuite « couper » la fraction en deux :
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bc—ad
ax+b a T2

= —+ .
cx+d ¢ x+%

Cette derniere expression est la forme canonique de la fonction homographique.
Elle permet :

* de voir que la représentation graphique de la fonction homographique admet une
bc—ad
c?

asymptote horizontale : en effet, le terme se rapproche de 0 lorsque x prend des

d
X+z

valeurs de plus en plus grandes (on dit que la limite de ce terme est égale a 0 quand

ax+b a .
x tend vers +c0). Donc, o g vase rapprocher de la valeur — au voisinage de +oo (et
cx c

meéme au voisinage de —oo, le raisonnement étant le méme).

. 2 . a N ; .
La droite d’équation y = — sera donc asymptote a la courbe représentative de notre
c
fonction.

* de trouver le sens de variation de la fonction sur chaque intervalle de son domaine
de définition. En effet, le domaine de définition de la fonction homographique est

9f:l—oo}—é —é;+oo
c c

Placons-nous sur I'un des deux intervalles.

U

— La fonction x — x + — est affine de coefficient directeur positif; donc elle est

C
croissante sur 'intervalle considéré.

. 1 L
— La fonction x — — est décroissante sur ]0;+oo[ et sur |—co;0[ donc x ——>
X

décroissante sur 'intervalle considéré.

bc—ad
. 2 L
— > Sibc—ad >0, x —> —<— est décroissante (car on ne change pas le sens de
x+ 2
c
variation d’une fonction en la multipliant par un nombre positif). Et donc,
be—ad
a 2 .
X+ —+ ——— aussi.
C x+4
c
be-ad
. 2 . L
> Sibc—ad <0, x — —* — est croissante (car on change le sens de variation
x+42
c
a bc—ad
d’une fonction en la multipliant par un nombre négatif). Ainsi, x — —+—= y
€ x+

T
est aussi croissante.

A partir de ces observations, on peut poser :
A =ad-bc

et dire :
— si A <0, alors la fonction est décroissante sur chaque intervalle de son domaine
de définition;
— si A >0, alors la fonction est croissante sur chaque intervalle de son domaine de
définition.



* de montrer que la courbe représentative de la fonction homographique a un centre

d
de symeétrie () (——;E).

c'c
a bc—ad
. 2
Sion note f(x) = -+ C—d, on calcule f(xo+x)+ f(xqg —x):
c x+ 4
Cc
bc—ad bc—ad
2 2
—+x|+fl-———x|=-+———+ -+
f( c ) f( ) c X c  —x
a

fxq +x)+ f(xq —x) = 2y0.

Cela prouve bien que () est le centre de symétrie de la courbe.

A<O A>0
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