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Ce livre est un recueil de cours et d'exercices corrigés basé sur le nouveau programme mis en place
a la rentrée 2020 en spécialité Mathématiques, classe de Terminale.
Le programme est structuré autour de trois grands thémes mathématiques :

« algébre et analyse;
* géomeétrie;
 probabilités & statistiques.

A ces thémes s'ajoute une notion transversale : la programmation en Python. Jai pris la déci-
sion de consacrer un chapitre entier a Python, en n d'ouvrage, ou tous les themes importants
y sont abordés : probabilités, fonctions (résolution d'équations, variations), équations différen-
tielles (méthode d'Euler), suites numeériques (algorithmes de seuil, calcul des premiers termes),
intégration (méthode des rectangles, des trapezes, de Simpson), combinatoire.

Tous les algorithmes proposés par le programme ne sont pas exposés : j'ai inclus ceux qui me
paraissaient importants. |l se peut que dans les éditions futures, je compléte ce chapitre par les
algorithmes que je n'ai pas inclus ici.

Des programmes Python sont aussi visibles dans certains chapitres.

Le programme insiste sur le c6té historique; j'ai pris la décision de ne pas trop insister dessus dans
la mesure ou des sites Internet traite de cet aspect des mathématiques.

Concernant les exercices, j'ai souhaité mettre ceux qui donnent de solides appuis aux €léves : en
les faisant plusieurs fois, ils permettent de s'approprier les techniques les plus importantes.

Il'y a tout de méme des exercices plus compliqués pour les éléves souhaitant aller plus loin que ce
gu'exige le programme.

Malgré ma vigilance, il se peut gue quelgues coquilles se soient glissées dans cet ouvrage; si vous
en détectez, n'hésitez pas a m'en faire part en prenant contact avec moi par le biais du site internet
sur lequel vous avez téléchargé ce livre : mathweb.fr.

En n, je précise que ce document ne ressemble en rien a celui qui est édité en version papier aux
éditions Nathan (et dont je suis I'un des co-auteurs). En effet, ce document numérique n'est pas
formaté selon les calibres de I'édition papier, ce qui me laisse plus de liberté.

Stéphane Pasquet.

Date de cette édition : 23 mai 2020.


mathweb.fr
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| - Raisonnement par récurrence

Propriété 1 (principe de récurrence)

Remarque 1

----ﬁ--- ----------------r

Une démonstration par récurrence est une démonstration dans laquelle on utilise le principe
de récurrence.

Attention 1

Une démonstration par récurrence comporte impérativement deux étapes
initialisation et hérédité.
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Démontrons par récurrence que pour tout entie

2R22A32Acechn 12/5..2,hn(nA1) ZnAjL).
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« Heérédité :Soit k un entier non nul arbitrairement xé; supposons la propriété vraie au
rang k :

K(kAD)(2KAT)
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On veut montrer que la propriété est vraie aurang kA1, soit :

—

N
AN
[ERY

~
AN
P
N

N}
AN
b
'_l

-
p>

e




B Exercices

Raisonnement par récurrence

On considére la somme :

X
Sn £ k?E12A22A3Accehn | 1)2An?.

kL
Montrer par récurrence que :
n(nA1)(2n A1)
n AE .
6
Solution page
On considére la suite (up) dé nie par:
%3
ug A1
unir ZunA2nA3 8n2N

Etudier la monotonie de (up).
a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel  n, u, > n2.
b. Déterminer alors la limite de (up).

Conjecturer une expressionde uy, enfonctionde n puis démontrer la propriété conjec-
turée.

Solution page

On considére la suite (up) dé nie par :

8
< upg A0

UnA1 A& , 8n2N

2i Up
Calculer uy, u; et us sous forme de fraction irréductible.
Conijecturer la formule qui donne u, puis la montrer par récurrence.

Solution page




m Corrigés

Corrigé de l'exercice page
Posons P(n) la propriété :

n(nA1)(2n A1)
6

(Pn): 12A22A32Accchn | 1)°An? £

Initialisation.

Sy /12 1 et
Donc P(1) est vraie.

1£ (1A1)(2£ 1A 1)

6
- L
6

Hérédité.
Supposons que pour un entier naturel Kk, la propriété P( k) est vraie (hypothése de ré-
currence). Montrons alors que P( k A 1) I'est aussi, c'est-a-dire que :

(k A1)k A2)(2k A3)

12A22A¢c e A2A (kA1) &£ 5

Par hypothése de récurrence, on a:

12A22A¢ccc R2A (k A1)? ES A (k A1)
/Ek(kAlzs(ZkAl) AKALY

AkA1) %M)A(k/&l)’

"k(k A1)A6(kA 1)
6
2
2K A 1)(2k6 A7k A6)

Ak A1)

«kq1 £ j2» estune racine évidente du polynéme 2 k2A 7k A6 donc la seconde racine ks

1 6 3
est telle que klkzﬁE , donc kgﬁE i—£ = > A >

Don02k2A7kA6/EZ(kA2) kA2 AKA2)@2kA3).
Finalement,ona:

(k A1)k A2)(2k A3)
- .

12R22A¢cec A2A (kA1) £
L'hérédité est donc véri ée.

Conclusion.
Quel que soit I'entier naturel k> 1,P(k)) PkA1).
Ainsi, d'aprés le principe de récurrence, la propriété P( n) est vraie pour tout entier
n>1.




Continuité, dérivabilité et
convexité d'une fonction
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On sait :
» Condition (1) : que les points A (j 1;0), B(0;1), C(1;2) appartiennenta C ;
« Condition (2) : I'axe des abscisses est tangente a C au point A.
Exprimez en fonction de a, b, c etd la dérivée f {x) de f (x).
Quelle équation peut-on alors écrire a partir de la condition (2) ?

écrivez, en fonction de a, b, c et d, les trois équations que permet d'établir la condi-
tion (1).

Trouvez alors, a l'aide des quatre équations établies, lavaleurde a,b,cetd.

Solution page

On a représenté ci-dessous la courbe représentative C; d'une fonction f ainsi que deux de
sestangentesT etT, ;.

T1

Cy

On sait que f (x) £ax?AbxAc.

Par lecture graphique, donner la valeur de f (0).
En déduire la valeur de c.

Exprimer f 4x) en fonction de a et b.




g(x) £

Sur[i1 ;0[ etsur]0;A1 [, g est continue comme fonction polyndme d'une part, et expo-
nentielle d'autre part.
Pour que g soit continue sur R, il faut que g soit continue en 0, c'est-a-dire que :

Corrig% de l'exercice page

x2A3xi k six60
e*A2 SiXEO

i ¢ i ¢
lim lx2,13\3xi k Alim 'eXA2 ,
x! 0 x!. 0

XG0 XEO
soit quand :

i k £Z¢°A2  donc k £i3
Corrigé de l'exercice page

Posons f (x) £3x3j 5xA 1.
. X!!rln f(x)A£jl .

Jim f(x)E£AL.

« fqx) A£9x?; 5d'ou le tableau de variation suivant :

p— p—
X i1 i o o Al
3 3
fAx) A 0 i 0 A
3,48 A1
f
i1 i 1,48
A p_! Ap _!
p5 Ap5
f | — %3,48 X f — Yj1,48.
3 3
# _II # _ _II # _ n
p5 p5 p5 p5
Notons|1/Z&E il ;i — ,l,&E& | —:— etls/E —:A1
3 3 3 3

f est continue et strictement monotone surl , k A1, 2, 3.
De plus, d'apres les variationsde f,02 f (Iy), k &1, 2, 3.
Ainsi, d'apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires appliqué sur cha-

cun des intervalles | , k &1, 2, 3, I'équation f (x) £0 admet une unigue solution que
chacun d'eux.

Donc I'équation f (x) Z0 admet trois solutions réelles :
I ®%i1,381;
I 7 %0,205;
I °%1,176.




5

Ik
Le dénominateur de f {x) étant toujours strictement positif sur i 1ii > f Ax)

est du signe de son numérateur.
Le discriminantde 2 x2A 2x 1est¢ A12, donc ce dernier a deux racines réelles

distinctes :
52i2p§ ilip§ ilAp§
X1 A 7 A > etxo A——.

5

1 1
X1 Ci Eetxzz i 5;1 ;

D'ou le tableau suivant :

p_
« i 1 i 1A 3 1
2 2
xiji 1l i i
2x%?A2xi 1 i 0 A
f4x) A 0 i H
/ \
f 0 0
ip- ¢
y )Es'p3; 1
X2 —p—_F_
2 23
B} Le tableau de variations completde f est:
1A 3

X il i

NI

P —_— " T

On a alors la courbe suivante :




Logarithme népérien
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Corrigé de l'exercice page

Un programme possible est le suivant :

(49):
u = log(l + 1/u)
(u)

Les derniers termes af chés sont :

0.8064660055835747
0.8064659864474527
0.8064659995826947
0.8064659905665218

0.8064659967553208
0.8064659925072619
0.8064659954231757

On peut ainsi conjecturer que la suite converge vers une limite dont une valeur
approchée est0,806.

Montrons que v, 6 1 pour tout entier naturel n.
« Initialisation: vqAugA&16 1.
« Hérédité : supposons que pour un entier k xé, vi 6 1. Alors,

vi6 1 U 61

) —>1
U2k
1
0 1Au—>2
uu2 ; T
0 In1A— >1In2
U2k
0 uxar>In2
1 1
0 1
Uxar In2
1 1
0 1Au 61AE
ui2AL g T q
0 In 1A 6In 1A—
UZKA“]. T In2
1
6In 1A — 1
0 Uxa26In n2 G
0 VkA16 1.

L'hérédité est alors véri ée. Ainsi, pour tout entier naturel  n, v, 6 1.
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Fonctions trigonometriques

Plan du chapitre

| FonctionsSINUS etCOoSINUS . . . . . . . . o o it it e e e 154
1 Parité . . . 154
2 Périodicité . . . . .. 155
3 Courbesreprésentatives . . . . . . . . ... 155
4 DErIVEES . . . . . e 156
Il Equations etinéquations . . . . . . . . ... ...t 156
1  Equationsdutypecos(X)=a . . . . . vv vt 156
2 Inéquationsdutypecos(x) 6 a . . . . . . . ... 158
EXErCiCes . . . . . . e e 159
COMMGES .« o o e o e e e e e 162

153




Exemple 24

Sia n'est pas une valeur remarquable, on ne peut résoudre I'équation qu'en donnant des valeurs
approchées, sauf dans certains cas ou I'énoncé nous guide pour trouver des valeurs exactes.

ISX

c q
NG

math cos,pi
scipy.optimize
bisect

f = X : cos(x) - 0.3
a = bisect(f,-pi,0)

(@)

157
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Python en mathématiques
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IV . 4 - Permutations et combinaisons

Une maniére simple d'‘énumérer toutes les parties a n éléments d'un ensemble de E (combinai-
sons) ou toutes les permutations de E est d'utiliser le module itertools

itertools combinations, permutations
E = [a')b','c,'d]

# affiche toutes les parties a 2 éléments de E
p in combinations(E,2):

(P)

# affiche toutes les parties a 3 éléments de E
p combinations(E,3):

(P)

# affiche toutes les permutations de E
p permutations(E):

(o)

370



Intégrales

Zy
: ) . i p—. ¢ _— .
A n d'obtenir une valeur approchée de l'intégrale xp xAel X dx, on slinspire de la mé-

a
thode des rectangles, mais a la place de construire des rectangles, on construit des trapézes :

i1

Dans cette illustration, nous avons subdivisé l'intervalle [a;b] Z£[1;4] en n A3, mais l'idée
est de le subdiviser en n, n étant un entier assez grand pour que les trapézes « collent » assez
ala courbe.

En vous inspirant de la méthode des rectangles implémentée dans le cours, écrire un pro-
gramme Pyth%wbqui dé nit une fonction  trapeze(a,b,n) retournant la valeur approchée

de l'intégrale 'xp xAel X dx.

a
Tester alors cette fonction avec a &A1, b /A4 et n /A£1000000.
Solution page 387

375




Avec :

1 #x0=0,xf=3,y0=1,n=50, a

2 Euler(0,3,1,50,1,0)

on obtient :

r

La courbe rouge est I'approximation, la bleue est la courbe exacte.
En prenant n A500, on obtient :

r

895
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